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Der iibliche Vorgang bei der Anwendung einer Differential- respektive lntegralgleichung zur 
quantitativen Erliiuterung einer gemessenen Abhiingigkeit, d.h. das Eintragen der tabellierten 
Lasung der Gleichung in das Diagramm der gemessenen Abhiingigkeit und Vergleichen beider 
Verliiufe, wird in der vorliegenden Arbeit durch die Anwendung des Satzes ersetzt, der beweist, 
daB eine Lasung der Gleichung existicrt, die von der gemessenen Abhiingigkeit urn einen 
kleineren Wert als ein gewisser Grenzwert abweicht. Die Ableitung wird fiir eine allgemeine 
Operatorengleichung mit einem Integral-Operator im Raum stetiger Funktionen durchgefiihrt. 
Der eigentliche Beweis wird auf den Beweis der Giiltigkeit der abgcleiteten Ungleichungen fiir die 
gewiihl te Majorante und Minorante der gemessenen Kurve durch Einsetzen und Niiherungs
rechnung iibergefiihrt. Zur IlIustrierung wird der Fall einer schnellen Adsorption von groBen 
Molekiilen angefiihrt, die an einer ebenen Oberfliiche durch mehrere Funktionsgruppen ad
sorbicrt werden. Die Adsorption wird durch eine Isotherme yom LangmuirscI1en Typus be
stimmt. D er Stoff transport zur Oberfliiche erfolgt durch Diffusion. 

Der erste Schritt zur Erlauterung des Versuches der quantitativen Theorie, die als 
partielle Differentialgleichung mit den entsprechenden Randbedingungen formuliert 
zu werden pflegt (oder als aquivalente Integralgleichung), ist der Beweis, daB die 
Lasung der Gleichung und die gemessene Abbangigkeit annahernd ubereinstimmen. 
Gewahnlich geht man so vor, daB man die Gleichung lOst, die berechneten Werte 
der Beziehung in das Diagramm der gemessenen Abbangigkeit eintragt und beide 
Verlaufe vergleicht. Die numerische Berechnung der Lasung mancher Gleichungen 
ist jedoch schwierig, besonders bei Gleichungen, die mehrere Parameter in der Be
deutung von physikalischen oder geometrischen Konstanten haben. In solchen Fal
len ist es unerlal3lich, die Ubereinstimmung zwischen Lasung und gemessener 
Abhangigkeit entweder mit Hilfe eines Computers zu beweisen, oder so vorzugehen, 
daB man mit Hilfe der Satze der mathematischen Analysis die Existenz einer Lasung 
der Gleichung nachweist, die von der gemessenen Abhangigkeit nicht wesentlich ab
weicht. Der letztgenannte Vorgang wird in der vorliegenden Arbeit beschrieben. 
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980 Vogel: 

Es ist die Gleichung gegeben: 

x = Ax + w; x, WE C+(O, t') , (1) 

C+(O, t') ist ein teilweise geordneter Banach-Raum l
, die Elemente des Raumes sind 

reelle Funktionen h(t), die im Intervall (0, t') stetig sind, die Operationen hI + h2 und 
Ah, wo A eine reelle Zahl ist, sind in der iiblichen Weise definiert, die teilweise Ordnung 
ist durch die Beziehung hI ~ h2 dann und nur dann definiert, wenn fUr jedes t E 

E (0, t') gilt hl(t) ~ h2(t), x ist die Losung der Gleichung, A ein nichtlinearer Ope
rator. 

Weiter ist die gemessene Kurve x gegeben, fUr die ebenfalls x E C+(O, t") gilt. Die 
Kurve x kann zwischen zwei Kurven Uo, Vo ebenfaIIs aus dem Raum C+(O, t') einge
schlossen werden, und es gilt somit: 

(2) 

Gewohnlich wtihlt man uo, Vo so, daB sie die Grenze der durch die zuftilligen und 
systematischen Fehler verursachten maximalen Deformierung der Kurve x bilden, 
gegebenenfaIIs wtihlt man Kurven, die zwischen dies en Grenzen liegen. 

Es ist nun die Aufgabe nachzuweisen, daB auch die Losung der Gleichung (1) 
zwischen den Kurven U o und Vo liegt, so daB 

(3) 

ist. Wird die Giiltigkeit der letzten Ungleichung erwiesen, so gilt fUr die Differenz 
zwischen der gemessenen Abhangigkeit x und der Losung x der Gleichung (1): 

x - x ~ Vo - uo , (4) 

und im Raum C+(O, t') mit der Norm Ilh(t)11 = max Ih(t)1 
tE<O,t,) 

max ]x - xl ~ max \vo - uol . (5) 
t E <O,t') t E <O,t') 

Der Beweis, daB die Losung der Gleichung (1) im IntervaII (uo, vo) liegt, wird mit 
Hilfe des Existenzsatzes durchgefUhrt l

: 

1st die Gleichung x = Ax + w, x, WEB gegeben, wobei B ein teilweise geordneter 
Banach~Raum, G ein konvexes Gebiet ist, (uo, vo) in G liegt, A ein nichtlinearer 
Operator ist, und gilt 
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Yergleich einer gemessenen Abhangigkeit mit der entsprechenden Integralgleichung 981 

1. A = A J + Az 
Al ist definiert in G, stetig, isoton in G, 

Az ist definiert in G, stetig, antiton in G, 

2. Uo ~ AluO + A2VO + W ~ vo , Vo f;; AIVO + A 2 uO + W f;; Uo 

3. un + l = AJun + Azvn + W, V n + 1 = Alvn + AZun + W 

n = 0,1,2, ... 

4. flir einige 11 f;; 0 ist die Bildmenge kompakt, 

dann hat die Gleichung x = Ax + W im Intervall < Un, V n), n = 0, 1, ... die Lasung x . 
Die Anwendung des angefiihrten Satzes auf einen konkreten Fall ist nicht schwie

rig: Vor aHem wahlt man das Gebiet G, und zwar so, daB es fUr das durch die Glei
chung (1) beschriebene Problem physikalisch annehmbar ist, und das IntervaH 
<uo, vo) so, daB es innerhalb des Gebietes G liegt und die angefiihrte physikalische 
Bedeutung hat. 

Man beweist die Giiltigkeit der Bedingung 1; bei Integral-Operatoren ist dieser 
Beweis elementar. 

Die Giiltigkeit der Bedingung 2. priift man durch Einsetzen der berechneten Funk
tionen Al uo, Azvo, Al V O, A2 uO in die entsprechenden Ungleichungen. 1m Hinblick 

. darauf, daB es sich urn den Beweis einer Ungleichung handelt, genugt es, eine an
nahernde Berechnung durchzufUhren und die obere bzw. untere Fehlergrenze der 
Berechnung zu bestimmen. 

Auch der Beweis der Giiltigkeit der Bedingung 4. ist fUr den Integral-Operator 
leicht: 1st der metrische Raum vollstandig und total beschrankt, so ist er kompaktl. 
Da <uo, vo) ein vollstandiger metrischer Raum ist und fur den Operator A in G die 
Bedingung 1. des Existenzsatzes gilt, ist auch die Bildmenge {ul u = A J Y + Azz + 
+ w, u, Y, Z E <uo, vo)} ein vollstandiger metrischer Raum. Da fUr y, Z E <uo, vo) 
das Integral Aly + Azz existiert, existiert auch fiir jedes 8 > 0 die entsprechende 
Definitionssumme I, so daB JJI- (AIY + A2Z)JI < 8 ist. Die Menge {u Ju = 
= AJy + A2z + W, u, Y, Z E <uo, vo)} ist also total beschrankt und nach dem Satz2 

und dem Existenzsatz kompakt. Es gilt somit die Beziehung (4) gegebenenfalls die 
Beziehung (5). 

Illustrierendes Beispiel 

Als Beispiele werden wir hier die Bedingungen des Existenzsatzes fur die Integral
gleichung ableiten, die der partiellen Differentialgleichung mit den entsprechenden 
Randbedingungen aquivalent ist und folgenden Vorgang beschreibt: An einer eben en 
Oberflache werden Molekule durch mehrere Adsorptionsstellenadsorbiert, die Ad
sorption verlauft nach der verallgemeinerten Langmuirschen Isotherme3 und ist 
im Vergleich zur Diffusion, durch die der Stoff zur Oberflache transportiert wird, 
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sehr schnell. Der gesamte Vorgang kann folgenderma13en formuliert werden: 

t = 0, s ~ 0 : c = c* , e = e* , 

t>O, s=O: Dr;;.1{(ac/as),d-r=e-e*, e*<e, 

t > 0, s = 0: e(l - er p = Kc , 

Vogel: 

t > 0, s --+ 00: c --+ c* • (6) 

D ist der Diffusionskoeffiziellt, r die OberfHichenkonzelltration des Adsorbates, 
r m die Oberfiachenkonzentration des Adsorbates bei vollstalldiger Bedeckung der 
Oberfiache, e der sog. Bedeckungsgrad, der durch die Beziehung e = r/rm defi
niert ist, e* der Bedeckungsgrad zur Zeit t = 0, K die Konstante der Langmuirschen 
Isotherme, c* die Konzentration des der Adsorption unterliegenden Stoffes in der 
Lasung, p die Zahl der Stellen, durch die das adsorbierte Molekiil an die OberfHiche 
gebunden wird. 

Die Lasung des Hilfsproblems: 

t = 0, s ~ 0: lfJ = c* , 

t> 0, s = 0: {(alfJ/as) d-r = I/J(t) , (7) 

t > 0, s --+ 00: lfJ --+ c* , 

in welchem die im Intervall (0, t') definierte Funktion IjJ(t) begrenzt und stetig ist, 
finden wir mit Hilfe der Laplace-Carson-Transformation4

• Fur lfJ(t, 0) gilt 

IjJ(t) = (Dnr1/2 {(t - -rr 1/2 [c* - lfJCr, O)J d-r. (8) 

Setzen wir IjJ(t) = (rm/D). (e - e*), lfJ(t,O) = e/((l - e)p){l/K), so ist lfJ(t, s) = 

= crt, s) und fUr e gilt: 

e(t) = bet) - a LCt - -rr1/2 [1 - e(-r)J-p ee-r) d-r, (9) 

wobei 
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Vergleich einer gemessenen Abhangigkeit mit der entsprechenden Integralgleichung 983 

ist. Die Lasung der Gleichung (9) suchen wir im Raum C+(O, t) innerhalb des Inter
valles (f, g), wo f(t) = e*, get) = 1 fUr jedes t E (0, t') ist. Die Norm wird in der 
Form II h(t) II = max Ih(t)1 gewfthlt. 

te(O, t') 

Die Menge Gist so gewfthlt, daB sie das Innere des Intervalls (f, g) darstellt. Da 
(f, g) eine teilweise geordnete Menge ist, ist G konvex. 

Wenn wir die gleiche Symbolik wie im Existenzsatz beniitzen, so ist fUr jedes 
t .E (0, t'), fUr jedes Y E G 

A1y = 0, 

A2y = -a f> -rtl/2 [1 - y(r)]-P y(r) dr. 

(11) 

(12) 

DaB der Operator A2 in G antiton ist, folgt direkt aus der Definition: ist Yl ~ Y2' 
so ist yd(1 - Yl)P ~ Y2/(1 - Y2)P und somit fUr t E (0, t') ist A2Yl ~ A2Y2' 

Die Frechet-Ableitung des Operators A2 

A;(y) h = -a I(t - rt·1 /
2 her) (1 - y(r) + p y(r)) [1- y(r)]-CP+l) dr (13) 

existiert fUr jedes Y E G, der Operator ist also in G stetig1. Die Kompaktheit der Bild
menge ist deutlich. 

Gilt weiter 

Uo ~ bet) - a I(t -rtl/2 vo(r) [1 - vo(r)]-P dr ~ vo , (14) 

vo ~ bet) - a I (t - rtl /2 uo(r) [1 - uo(r)]-P dr ~ U o , (15) 

so liegt die Lasung von e der Gleichung (9) im Intervall (uo, vo) ' 
Da auch die gemessene Kurve e in diesem Gebiet liegt, kann der SchluB gezogen 

werden: 
Ie - 81 ~ vo - Uo , 

max Ie - 81 ~ max Ivo - uol· 
te(O,t ' ) te(O,t') 

(16) 

(17) 

Von den Konstanten in Gleichung (6) beziehungsweise (9): e*, r m , c*, D, K, p 
wurde im Vorangehenden angenommen, daB sie bekannt sind. Fiir die in der Ein
leitung gestellte Aufgabe geniigt es jedoch, nur die physikalisch annehmbaren Inter
valle dieser Konstanten zu kennen und den Beweis der Existenz der Lasung nur fUr 
einige Werte aus diesen Intervallen durchzufUhren. 
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984 Vogel 

Den Gultigkeitsbeweis der Bedingungen 1. und 4. des Existenzsatzes I fUr die gege
bene Gleichung fiihren wir fur die angefiihrten physikalisch annehmbaren Intervalle 
nur bei der Ableitung der Ungleichungen (14), (15) durch. Der eigentliche Beweis, daB 
die L6sung und die gemessene Kurve in demselben Intervallliegen, reduziert sich auf das 
Einsetzen der gewahlten Majorante und Minorante in die abgeleiteten Ungleichungen 
und die Priifung ihrer Giiltigkeit. Dabei geniigt es, die Berechnung der entsprechen
den Operatorausdriicke naherungsweise durchzufUhren, hier konkret die Integrale 
durch die Summen zuersetzen. Dem Experimentator, der mit den Grundbegriffen 
der Funktionalanalysis nicht vertraut ist, wird es geniigen, sich mit der Formulierung 
des partieJIen Problems (6), mit den Ungleichungen (14), (15), deren GiiItigkeit er 
priifen solI, und mit der SchluBfolgerung (17) bekannt zu machen. 

Handelt es sich um die Berechnung der Kurve e, zum Beispiel zur Demonstrierung 
ihrer Form, so ist es m6glich, die Gleichung der Kurve emit Hilfe eines Computers 
zu berechnen; die Gleichung (3) des Existenzsatzes kann als Algorithmus fiir das 
entsprechende Rechenprogramm beniitzt werden. 
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